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Technique)，構造物の形状を多項式で表現し，その係数を設計変数とする方法 (Super Curve Technique)，基
本変形モードの線形和で構造物の形状を表現し，線形和の係数を設計変数とする方法 (Shape Superposition
Technique)である．
波打ち現象の発生を回避するために，さらに幾つかの方法が提案された．Braibantと Fleury [4][5] は，構
造物の形状をベジエ曲線や B-スプライン曲線等のスプライン曲線を用いて表現し，スプライン曲線のコント
ロールポイントを設計変数とする形状最適化法を提案した．Bennettと Botkin [6][7] は，自動メッシュ生成
機能を用いた形状最適化法を開発した．Kikuchiら [8] は，アダプティブ有限要素法を用いて滑らかな最適形
状を得ることに成功した．Belegunduと Rajan [9] は，構造物の表面に作用する仮想的な荷重を設計変数とす







化を実現するために，トポロジー最適化が提案されている．Bends¿eと Kikuchi [14] が 1988年に均質化設計












するために，高次要素を用いる方法 [24] や Filtering Scheme [25]，Perimeter Control Method [26] 等が提
案されている．Filtering Scheme や Perimeter Control Methodはよく用いられる方法であるが，これらの
方法では，人工的なパラメータを適切に設定する必要があり，なおかつ，試行錯誤によらず適切なパラメータ
を決定するための合理的な指針も存在しない．































られることが示されている．WangとWang [41] は，m個のレベルセット関数を用いて 2m 種類の異なる材
料を表現するカラーレベルセットモデルを採用し，上述の構造最適化法を複数の材料からなる構造物の構造最
適化法へ拡張した．後にWangとWang [42] は，オイラー座標系において単純な Ersatz Material Approach
[43] よりも正確に変位場を計算できる Superimposed Finite Element Methodを用いて変位場を計算する構
造最適化法を提案し，平均コンプライアンス最小化問題について最適構造を得た．





































幾つか提案されている．WangとWang [53] や，Wangら [54] はMultiquadratic Radial Basis Functionの
重ね合わせを用いてレベルセット関数を表現する構造最適化法を提案し，平均コンプライアンス最小化問題に
適用した．そのようにレベルセット関数を表現すると，重ね合わせ係数を最適化することにより最適構造を示
すレベルセット関数が得られる．さらに，WangとWang [55] やWangら [56] は，Inverse Multiquadratic
Radial Basis Functionの重ね合わせを用いてレベルセット関数を表現する構造最適化法を提案し，平均コン
プライアンス最小化問題に適用した．Luoら [57] は，レベルセット関数を表現するために Compact Support
Radial Basis Functionを採用し，コンプライアントメカニズム設計問題について最適構造を得ている．ここ
で紹介した Radial Basis Functionを用いたレベルセット法に基づく構造最適化法は，レベルセット関数を表
現するために人工的なパラメータを必要とし，それらのパラメータは得られる最適構造に大きな影響を与える
という問題点を持つ．
Belytschko ら [19] は，レベルセット関数に似た関数を用いて構造物の形態と形状を表現し，その関数を
Heuristic Schemeを用いて更新する，レベルセット法に基づくトポロジー最適化法を提案した．Parkら [58]
は，最小二乗有限要素法を用いてレベルセット方程式を解く構造最適化法を提案し，平均コンプライアンス
最小化問題に適用した．Chen ら [59] は，R¡function を用いて B-スプラインと Parameterized Primitive
を結合した，パラメータコントロール可能な構造最適化法を提案し，平均コンプライアンス最小化問題に
ついて最適構造を得た．Wei とWang [60] は，多相を一つのレベルセット関数を用いて表現する Piecewise
Constant Level Set Method [61][62] に基づく構造最適化法を提案した．Luo ら [63] は，Semi-implicit













式を解いてレベルセット関数を再初期化する方法を提案した．Sethian [37] は，Fast Marching Methodを用
いてレベルセット関数を再初期化する方法を提案した．後に，Russoと Smereka [67] は，再初期化に関する
偏微分方程式を解く方法 [30] を改良した再初期化法を提案した．Russoと Smerekaが改良した再初期化法で
は，二相の境界近傍におけるレベルセット関数は，近似された符号付き距離関数に基づいて決定される目標値
を用いて再初期化され，その他の領域におけるレベルセット関数は，再初期化に関する偏微分方程式を解いて
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Á(x) > 0 for 8x 2 ­ n @­
Á(x) = 0 for 8x 2 @­ \D (2.1)
Á(x) < 0 for 8x 2 D n ­
ここで，xは参照領域 D 内の座標である．上記のレベルセット関数を用いることにより，参照領域 D におけ
る任意の物体領域 ­の形態と形状を間接的に表現することができる．
次に，参照領域 D 内において，物体領域 ­の形態と形状が変化していく様子が，レベルセット関数を用い
てどのように表現されるのかを説明する．今，仮想的な時間 tを導入し，レベルセット関数を tの関数とする．
すなわち，時間 tが経過するに従い，レベルセット関数は更新され，形状境界 @­が進展するものとする．レ
ベルセット関数の定義より，時刻 tにおいてレベルセット関数値が 'となる点からなる等値面 S('; t)は次式
のように記述できる．









S('; t)で表現される等値面が法線方向に進展する速度を VN (x; t) とすると，VN (x; t)は次式で与えられる．











+ VN (x; t)jrÁ(x; t)j = 0 (2.6)
このレベルセット方程式を解くことにより，形状境界 @­が時間とともに進展する様子が分かる．
レベルセット法に基づく構造最適化法では，目的汎関数が単調減少するような適切な法線方向速度 VN (x; t)
を与えてレベルセット方程式を解くことにより，最終的に KKT条件を満たす最適解を得る．Wangら [2] と
Allaireと Jouve [3] は，有限差分法に基づいて双曲型の偏微分方程式を解くための数値計算法である，風上差
分法を用いてレベルセット方程式を解いた．他方，Sethian [4] は Petrov-Galerkin法を用いて，Parkら [5]
は最小二乗有限要素法を用いて，それぞれレベルセット方程式を解いた．
レベルセット関数は，様々な関数の性質を保持することができるが，Mulderら [6]，Chopp [7]，Osherと





d(x; @­) if x 2 ­
¡d(x; @­) if x =2 ­ (2.7)
ここで，d(x; @­)は，二点 x，yの距離を示す関数 d(x;y)を用いて，以下のように定義される．




jrÁ(x)j = 1 (2.9)
数値誤差を減らし計算精度を向上させること目的として，レベルセット関数を形状境界 @­に対する符号付き









Á(x; t+¢t)¡ Á(x; t)
¢t
+ VN (x; t)jrÁ(x; t)j = 0 (2.10)
ここで，¢tは時間増分である．上式の弱形式は以下のように導出することができる．Z
D





VN (x; t)jrÁ(x; t)jÃd­ = 0 for 8Ã 2 ª (2.11)
ここで，ªはとりうるレベルセット関数で構成される空間である．さらに，更新前のレベルセット関数 Á(x; t)
が，常に jrÁ(x; t)j = 1を満たしていれば，上式は以下のように単純化される．Z
D



















= 0 on @D (2.13)
ここで，nは @D の法線である．上式に示す境界条件を与えることにより，形状境界 @­の風上側が常に参照
領域D内に存在することが保証される．さらに，Allaireと Jouve [3] が議論したように，参照領域Dの境界









Minimize F (Á) (2.14)
Subject to G(Á) · Gmax (2.15)
for Á 2 ª


















ここで，g(Á(x))は Ã と共に G(Á)の変分の被積分関数を表現するのに用いられる．
次に，最適構造が満たさなければならい KKT条件について考える．まず，ラグランジュ乗数 ¸を用いてラ
グラジェアン ¹F (Á)を以下のように定義する．

























ff(Á(x)) + ¸g(Á(x))gÃd­ = 0 (2.21)











ff(Á(x; t)) + ¸g(Á(x; t))gÃd­ = 0 for 8Ã 2 ª (2.23)
式 (2.12)と式 (2.23)の比較より，VN (x; t)は次式となる．






; Á(x; t+¢t)¡ Á(x; t)i =
Z
D




ff(Á(x; t)) + ¸g(Á(x; t))g2 d­ (2.25)
上式は，式 (2.12)と式 (2.24)に基づいてレベルセット関数を更新した場合，ラグラジェアン ¹F (Á)は単調減
少することを意味している．さらに，時間 tに関するレベルセット関数の変動が収束すれば，ラグラジェアン
¹F (Á)の変動も収束し，結果として式 (2.21)が満たされる．
KKT条件より，式 (2.15)に示す不等式がアクティブ，つまり G(Á) = Gmax ならば，G(Á)は時間変化に
対して一定でなければならないので，¸は hdG(Á)
dÁ
; Á(x; t+¢t)¡ Á(x; t)i = 0を満足するように決定される．
式 (2.17)と式 (2.23)より，hdG(Á)
dÁ
; Á(x; t+¢t)¡ Á(x; t)iは以下のように記述される．
hdG(Á)
dÁ
; Á(x; t+¢t)¡ Á(x; t)i =
Z
D




g(Á(x; t)) ff(Á(x; t)) + ¸g(Á(x; t))g d­ (2.26)
ゆえに，hdG(Á)
dÁ

















+VtN = 0 (2.28)




















©t+¢t = ©t ¡¢tE¡1VtN (2.30)
次に，¢t の値を適切に決定する方法について説明する．節点ベクトル E¡1VtN の i 番目の節点にお
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+ sgn(Á0(x))(jrÁ(x; t)j ¡ 1) = 0 (3.1)
ここで，Á0(x) = Á(x; 0)であり，sgn(Á0)は以下に定義される符号関数である．
sgn(Á0) =












他方，Sethian [3] は，以下に示す Eikonal方程式を解くための方法である，Fast Marching Methodを用
いて再初期化を行うことを提案した．
jrTeik(x)jFeik = 1 (3.4)
ここで，Feik は境界が進展する速度であり，Teik(x) は x に境界が到達する時刻である．上記の Eikonal 方




Sussmanら [2] が提案した偏微分方程式に基づく再初期化法と比較して，この再初期化法には，式 (3.3)にお
ける ¢ のような人工的なパラメータは存在しないという長所がある．しかしながら，この再初期化法では，
形状境界近傍におけるレベルセット関数値を Fast Marching Methodとは別の方法を用いて決定する必要が
あるという問題がある．












けるレベルセット関数 Á(x; y)は，図 3.2に示すパラメトリック座標系 (»; ´)に写像され，形状関数N と各節
点におけるレベルセット関数値ベクトル ©e を用いて以下のように補間される．
Á(»; ´) = NT©e (3.5)
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(1¡ »)(1 + ´)©e(¡1; 1) + 14(1 + »)(1 + ´)©e(1; 1) (3.6)
参照領域 D が八節点六角形要素により離散化される場合，一個の要素におけるレベルセット関数は以下のよ
うに補間される．
Á(»; ´; ³) =
1
8












(1¡ »)(1 + ´)(1 + ³)©e(¡1; 1; 1) + 18(1 + »)(1 + ´)(1 + ³)©e(1; 1; 1)





























図 3.3 Intersection points on the shape boundary in an element.
と以下の方程式の交点として得られる．
(»; ´) = (¡1 + 2
np
k; ´) for k = 0; 1; : : : ; np
(»; ´) = (»;¡1 + 2
np
k) for k = 0; 1; : : : ; np (3.8)
三次元問題では，形状境界上の点は Á(»; ´; ³) = 0 と以下の方程式の交点として得られる．




l; ³) for k; l = 0; 1; : : : ; np
(»; ´; ³) = (¡1 + 2
np
k; ´;¡1 + 2
np
l) for k; l = 0; 1; : : : ; np (3.9)









うに，参照領域 D において形状境界 @­を表現する点集合が得られる．ここでは，この点集合を P と呼ぶこ
とにする．




る．すなわち，i番目の節点における再初期化後のレベルセット関数値 Áreinit;i は，式 (2.7)と式 (2.8)より
導出される以下の式を用いて求められる．






図 3.4 A set of points P .
ここで，Ápre¡reinit;i は i番目の節点における再初期化前のレベルセット関数値，xi は i番目の節点の座標で
ある．
新しい幾何学的再初期化法では，有限要素内部に点を配置し，節点と形状境界の距離を計算するため，節点で













数を再初期化した結果と，Fast Marching Methodに基づく再初期化法 [3] 及び偏微分方程式に基づく再初期
化法 [2] を用いてこれらのレベルセット関数を再初期化した結果を比較する．例 1では，再初期化前のレベル
セット関数 Á(x; y)を以下のように与える．
Á(x; y) = 2(¡
p
x2 + y2 + 1:5)
for 8(x; y) 2 D ; D = f(x; y)j ¡ 5 · x · 5;¡5 · y · 5g (3.11)
例 2では，再初期化前のレベルセット関数 Á(x; y)を以下のように与える．
















































































図 3.5 Distributions of Á(x) for Case 1, 2, 3 and 4: (a) Case 1; (b) Case 2; (c) Case 3; and (d) Case 4.
例 3では，再初期化前のレベルセット関数 Á(x; y)を以下のように与える．
Á(x; y) = (¡
p
x2 + y2 + 1:5) + 0:1 cos(4¼x) + 0:1 cos(4¼y)
for 8(x; y) 2 D ; D = f(x; y)j ¡ 5 · x · 5;¡5 · y · 5g (3.13)
例 4では，再初期化前のレベルセット関数 Á(x; y)を以下のように与える．
Á(x; y) = (¡
p
x2 + y2 + 1:5)f0:9 cos(4¼x) + 1gf0:9 cos(4¼y) + 1g
for 8(x; y) 2 D ; D = f(x; y)j ¡ 5 · x · 5;¡5 · y · 5g (3.14)
なお，参照領域 D は，グリッドサイズ 0:1の構造メッシュを用いて離散化されている．例 1，例 2，例 3，例
4における Á(x)の分布を，図 3.5に示す．
本数値例で用いた各再初期化法の実装法やパラメータ設定について，以下に述べる．新しい幾何学的再初期
化法については，3.3節で説明したパラメータ np を 8に設定した．Fast Marching Methodに基づく再初期
化法 [3] については，Osherと Fedkiw [4] が紹介した方法を用いて形状境界近傍のレベルセット関数値を決
定した．すなわち，構造メッシュの各点において，座標系の方向毎にレベルセット関数値の符号が変化する場
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(a) (b) (c) (d)
図 3.6 Shape boundaries before and after re-initialization for Case 1: (a) shape boundary be-
fore re-initialization; (b) shape boundary after re-initialization using the new geometry-based re-
initialization scheme; (c) shape boundary after re-initialization using the Fast Marching Method
based re-initialization scheme; and (d) shape boundary after re-initialization using the PDE based
re-initialization scheme.
(a) (b) (c) (d)
図 3.7 Shape boundaries before and after re-initialization for Case 2: (a) shape boundary be-
fore re-initialization; (b) shape boundary after re-initialization using the new geometry-based re-
initialization scheme; (c) shape boundary after re-initialization using the Fast Marching Method
based re-initialization scheme; and (d) shape boundary after re-initialization using the PDE based
re-initialization scheme.
所を調べ，線形補間を用いて形状境界と交差する位置を計算し，それに基づき形状境界近傍のレベルセット関
数値を決定する方法を用いた．偏微分方程式に基づく再初期化法 [2] については，二次のオーダーの ENOス
キーム [4]と一次のオーダーの風上差分法を用いて実装し，反復回数，Courant数，式 (3.3)に示すパラメー
タ¢を，例 1と例 2では 600，0:01，0:1に，例 3では 400，0:01，0:2に，例 4では 200，0:01，0:2に，設
定した．
最初に，再初期化後の形状境界について調べる．例 1，例 2，例 3，例 4について，再初期化前と再初期化後






(a) (b) (c) (d)
図 3.8 Shape boundaries before and after re-initialization for Case 3: (a) shape boundary be-
fore re-initialization; (b) shape boundary after re-initialization using the new geometry-based re-
initialization scheme; (c) shape boundary after re-initialization using the Fast Marching Method
based re-initialization scheme; and (d) shape boundary after re-initialization using the PDE based
re-initialization scheme.
(a) (b) (c) (d)
図 3.9 Shape boundaries before and after re-initialization for Case 4: (a) shape boundary be-
fore re-initialization; (b) shape boundary after re-initialization using the new geometry-based re-
initialization scheme; (c) shape boundary after re-initialization using the Fast Marching Method


















3.1に，例 1，例 2，例 3，例 4における jrÁjAVG の値を示す．この表に示すように，新しい幾何学的再初期
化法を用いた場合，jrÁjAVG は最悪でも 1と 2:6%しか異ならないのに対し，Fast Marching Methodに基
づく再初期化法を用いた場合，最悪で 21:0%，偏微分方程式に基づく再初期化法を用いた場合，最悪で 15:0%
異なる．偏微分方程式に基づく再初期化法を用いる場合，反復回数や Courant数，式 (3.3)に示す ¢といっ
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表 3.1 jrÁjAVG in Cases 1, 2, 3 and 4
jrÁjAVG
Level set function Case 1 Case 2 Case 3 Case 4
Before re-initialization 2.000 2.000 1.828 1.222
After re-initialization using
the new geometry-based scheme 1.001 1.002 0.9745 0.9754
the Fast Marching Method-based scheme 1.081 1.210 1.085 1.072
the PDE-based scheme 1.001 1.018 1.065 1.150
表 3.2 Computation time in Cases 1, 2, 3 and 4
Computation time (sec)
Number of elements Case 1 Case 2 Case 3 Case 4
50 £ 50 0.037 0.051 0.046 0.038
100 £ 100 0.280 0.397 0.368 0.283
200 £ 200 2.220 3.076 3.200 2.219
400 £ 400 17.41 24.23 25.20 17.48













を，50 £ 50 の要素に分割した場合，100 £ 100 の要素に分割した場合，200 £ 200 の要素に分割した場合，
400£ 400の要素に分割した場合，800£ 800の要素に分割した場合について，例 1，例 2，例 3，例 4のレベ
ルセット関数を，幾何学的再初期化法を用いて再初期化した時の計算時間を測った．パラメータ np は 8に設
定し，CPUには 3.00GHz Intel Pentium Dプロセッサを用い，OSには NetBSDを用いた．表 3.2に再初期
化に要する計算時間を示す．なお，ここに示す計算時間は，それぞれ 10 回計算を行って得た平均値である．




参照領域は二次元の領域であるため，図 3.4に示す集合 P に属する点の数は O(N
1
2 )となり，さらに，参照領









3 )となる．なお，Fast Marching Methodに基づく再初期化法の時間計算量
は O(N logN) [4] なので，形状境界近傍におけるレベルセット関数値を幾何学的再初期化法で決定し，それ以
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Compute the state and adjoint variables 
Compute the objective functional and 
図 4.1 A °owchart of the optimization process.
ら [2] は，体積制約条件を満たすようにラグランジュ乗数を決定する \Bi-sectioning Algorithm"を用いる方
法を提案した．
本研究では，制約条件を満たすようにレベルセット関数を修正するために，Osherと Santosa [1] が提案し
た修正法と似た方法を提案する．Osherと Santosaの方法ではラグランジュ乗数を修正するのに対し，ここで
提案する修正法では，制約条件を満たしていないレベルセット関数 Áv(x)に対し，参照領域全域においてある
一定の値 ®を加え，レベルセット関数を Áv(x) + ®に修正する．このとき，レベルセット関数の変動 Ã(x)は
以下のようになる．
Ã(x) = ® for 8x 2 D (4.1)
上式と式 (2.17)を用いて，以下の式が得られる．
G(Áv + ®) = G(Áv) + hdG(Áv)
dÁv
; ®i+O(®2)











G(Áv + ®)に Gmax 以下の適切な値を設定することにより，Áv(x) + ®が制約条件を満たすような ®を計算







え方は，Bubblee Method [4] と同じであり，数学的，物理学的な根拠に基づき，目的汎関数への影響が最も
小さい箇所に穴を創出し，構造物の形態を変更するというものである．
トポロジカルデリバティブ ¿(x) [5] は以下の以下のように定義される．
¿(x) = lim
r!0
F (­ nBr(x))¡ F (­)
jBr(x)j
(4.4)
ここで，Br(x) は半径 r，中心座標が x の微小な穴である．上述のトポロジカルデリバティブは，物体領域
­ 内のある点に微小な穴を創出したときの目的汎関数の感度を表している．He ら [6] の研究に基づき，式
(2.16)における f(Á(x)) と ¿(x)の間には以下の関係が成り立つことが分かった．
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ことを目的として，従来より，トポロジー最適化に基づく方法 [1][2]，Evolutionary Structural Optimization









参照領域 D においてレベルセット関数 Á(x)により表現される，等方性弾性材料からなる構造物に関して，
構造物の変位が境界 @Du において完全拘束され，境界 @Dt において表面力 tが作用し，構造物に物体力 bが
作用する境界条件下において，平均コンプライアンス最小化問題を定式化する．平衡状態における変位場を u
とすると，体積制約条件付きの平均コンプライアンス最小化問題は以下のように定式化される．






t ¢ ud¡ (5.1)
Subject to G(Á) =
Z
D
H(Á(x))d­ · Gmax (5.2)
a(u;v; Á) = L(v; Á) (5.3)




0 (Á(x) < 0 )
1 (Á(x) ¸ 0 ) (5.4)
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v = viei : vi 2 H1(D) with v = 0 on @Du
ª
(5.7)
まず，式 (5.1)に示す F (Á)の Áに関する変分を求める．F (Á)の変分は以下のように記述される．
hdF (Á)
dÁ
























b ¢ u±(Á(x))Ãd­ (5.10)
















²(w) : D : ²(u)H(Á(x))d­ (5.12)
























; Ãi = h@L(v; Á)
@Á
; Ãi (5.16)
式 (5.13)，式 (5.14)，式 (5.15)を上式に代入すると，以下の式が得られる．Z
D
²(v) : D : ²(w)H(Á(x))d­+
Z
D
²(v) : D : ²(u)±(Á(x))Ãd­ =
Z
D




















²(u) : D : ²(u)±(Á(x))Ãd­ (5.19)



















f(Á(x)) = f2b ¢ u¡ ²(u) : D : ²(u)g ±(Á(x)) (5.22)
g(Á(x)) = ±(Á(x)) (5.23)
また，式 (4.5)より，平均コンプライアンス最小化問題におけるトポロジカルデリバティブは以下のようにな
る．




幾つか提案されており，単純な Ersatz Material Approach [6] がしばしば用いられる．この方法では，空洞
領域におけるヤング率等の物性値を，物体領域における物性値と比較して極めて小さな値に設定することによ
り，空洞領域を擬似的に表現している．形状境界と交差する有限要素においては，その要素内での物体領域と
空洞領域の面積比に基づき物性値を決定する．WangとWang [7] は，Superimposed FEMを用いて変位場
を計算する構造最適化法を提案した．Superimposed FEMを用いることにより，変位場をより正確に計算す
ることができるが，この方法を三次元問題を適用するためには，複雑な実装が必要となる．
























(¡h · Á(x) · h)
1 (h < Á(x))
(5.25)
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ここで，hは，完全な物体領域 ( h < Á(x) ) と完全な空洞領域 ( Á(x) < ¡h ) の間の遷移幅を表現するため












(¡h · Á(x) · h)
0 (h < Á(x))
(5.26)
上式は，近似された Dirac Delta関数が，形状境界近傍の幅 2hの領域において，非ゼロの値をとることを意
味している．










向速度 VN は f(Á(x))と g(Á(x))からなる．さらに，式 (5.22)と式 (5.23)に示すように，平均コンプライア
ンス最小化問題における f(Á(x))と g(Á(x))は Dirac Delta関数を含む．5.3.1節で説明した数値計算法を用
いると，Dirac Delta関数は式 (5.26)に示す ~±(Á(x))によって近似されるので，f(Á(x))，g(Á(x))，そして結
果的に法線方向速度 VN も，近似された Dirac Delta関数 ~±(Á(x))を用いて表現される．ゆえに，平均コンプ
ライアンス最小化問題における f(Á(x))は以下のように与えられる．
f(Á(x)) = f2b ¢ u¡ ²(u) : D : ²(u)g ~±(Á(x)) (5.27)




















図 5.1 Reference domain and initial con¯guration for the two-dimensional case: (a) reference










図 5.2 Boundary conditions for the two-dimensional minimum compliance problem.
一方，g(Á(x))は，近似された Dirac Delta関数 ~±(Á)を用いて以下のように与えられる．
g(Á(x)) = ~±(Á(x)) (5.29)
平均コンプライアンス最小化問題においては，式 (5.28)に示す f(Á(x))と，式 (5.29)に示す g(Á(x)) を用







図 5.1(a)に，本節で議論する例題の参照領域 D を示す．参照領域は，要素長 0:1の四節点四角形平面応力
要素を用いて，構造メッシュ，もしくは非構造メッシュに分割される．図 5.1(b)に初期構造を示す．図 5.2に
境界条件を示す．この図に示すように，参照領域の左辺において構造物の変位は拘束され，右辺中心において
y 方向の表面力が作用している．物体領域の面積の上限値 Gmax を 15，つまり参照領域の面積の 30%に設定
する．等方性弾性材料のヤング率を 2:1£ 108，ポアソン比を 0:3に設定する．式 (5.25)におけるパラメータ
hを 0:1に設定し，式 (2.31)におけるパラメータ dÁlim を 0:1に設定する．また，レベルセット関数を再初期
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最後に，第 3章で議論した三つの再初期化法が最適構造に及ぼす影響を調べる．図 5.9(c)は Fast Marching
Method に基づく再初期化法を用いて得られる最適構造であり，図 5.9(d) はその拡大図である．ここで，
Fast Marching Method に基づく再初期化法は，Osher と Fedkiw が紹介した方法 [12] で実装されている．
図 5.9(a) は幾何学的再初期化法を用いて得られる最適構造であり，図 5.9(a) は図 5.3(h) と同じである．図









(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 5.3 Optimization procedure for the two-dimensional minimum compliance problem where the
reference domain is discretized using a structural mesh.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 5.4 Optimization procedure for the two-dimensional minimum compliance problem where the
reference domain is discretized using a non-structural mesh.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 5.5 Optimization procedure for the two-dimensional minimum compliance problem where the
initial con¯guration has no hole.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 5.6 Optimization procedure for the two-dimensional minimum compliance problem where the
initial con¯guration has a hole.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 5.7 Optimization procedure for the two-dimensional minimum compliance problem where the
initial con¯guration has four holes.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 5.8 Optimization procedure for the two-dimensional minimum compliance problem where the




図 5.9 Optimal con¯gurations for the two-dimensional minimum compliance problem: (a) obtained
using the proposed re-initialization scheme; (b) enlarged view of (a); (c) obtained using the Fast







図 5.10 Reference domain and initial con¯guration for the three-dimensional case: (a) reference

















物体領域の体積の上限値 Gmax を 4:8，つまり参照領域の体積の 30%に設定する．等方性弾性材料のヤング
率を 2:1£ 108，ポアソン比を 0:3に設定する．式 (5.25)におけるパラメータ hを 0:1に設定し，式 (2.31)に
おけるパラメータ dÁlim を 0:1に設定する．レベルセット関数を再初期化する際には，本研究で提案する幾何
学的再初期化法を用い，3.3節で説明したパラメータ np については 4に設定する．4.4節で説明したトポロジ









(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
x
yz
図 5.12 Optimization procedure for the three-dimensional minimum compliance problem.
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参照領域 D においてレベルセット関数 Á(x)により表現される，等方性弾性材料からなる構造物に関して，
構造物の変位が境界 @Du において完全拘束される境界条件下において，最低次の固有振動数最大化問題を
定式化する．なお，構造物に作用する物体力と減衰については，存在しないものとして定式化を行う．!k を
最低次から k 番目の固有振動数，uk を最低次から k 番目の固有振動モードとすると，k 番目の固有値 ¸k は
¸k = !2k と表現でき，最低次の固有振動数最大化問題において，目的汎関数は以下のように定式化される．




























Subject to G(Á) =
Z
D
H(Á(x))d­ · Gmax (6.4)
a(uk;v; Á) = ¸kb(uk;v; Á) (6.5)
for Á 2 ª; uk 2 U; 8v 2 U; k = 1; :::; q








½v ¢ ukH(Á(x))d­ (6.7)
½は質量密度である．








































½v ¢ uk±(Á(x))Ãd­ (6.12)














; Ãib(uk;v; Á) (6.13)
さらに，上式に，式 (6.9)，式 (6.10)，式 (6.11)，式 (6.12)を代入することにより，以下の式が得られる．Z
D
²(v) : D : ²(w)H(Á(x))d­+
Z
D

































²(uk) : D : ²(w)H(Á(x))d­+
Z
D









さらに，式 (6.5)において vに wを代入することにより，以下の式が得られる．Z
D
²(w) : D : ²(uk)H(Á(x))d­ = ¸k
Z
D













²(uk) : D : ²(uk)±(Á(x))Ãd­¡ ¸k
Z
D
½uk ¢ uk±(Á(x))Ãd­ (6.17)







































Delta関数 ±(Á(x))を式 (5.26) に示す ~±(Á(x))で近似する．式 (6.20)，式 (6.21)に示すように，最低次の固
有振動数最大化問題における f(Á(x))と g(Á(x))は Dirac Delta関数 ±(Á(x))を含むため，平均コンプライ





















図 6.1 Reference domain and initial con¯guration for the two-dimensional case: (a) reference
domain; and (b) initial con¯guration.
g(Á(x)) = ~±(Á(x)) (6.23)
さらに，5.3.2節で平均コンプライアンス最小化問題について法線方向速度 VN を導出する際に述べたのと同













最低次の固有振動数最大化問題においては，式 (6.24)に示す f(Á(x))，式 (6.23) に示す g(Á(x))を用いて法












図 6.1(a)に，本節で議論する参照領域 D を示す．参照領域は，要素長 0:1の四節点四角形平面応力要素を
用いて，構造メッシュ，または，非構造メッシュに分割される．図 6.1(b)に初期構造を示す．図 6.2に境界条
件を示す．この図に示すように，参照領域の左辺と右辺において構造物の変位は完全拘束され，参照領域の中
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図 6.2 Boundary conditions for the two-dimensional eigen-frequency optimization problems.
表 6.1 Lowest, 2nd and 3rd eigen-frequencies for the optimal con¯gurations in Section 6.4.1
Lowest 2nd 3rd
Figures eigen-frequency (Hz) eigen-frequency (Hz) eigen-frequency (Hz)
Figure 6.3 2,019 3,370 13,720
Figure 6.4 2,019 3,372 13,730
Figure 6.5 1,430 3,713 14,070
Figure 6.6 2,056 2,289 12,540
する．等方性弾性材料のヤング率を 2:1£ 108，ポアソン比を 0:3，質量密度を = 7:8£ 10¡6 に設定する．式
(5.25)におけるパラメータ hを 0:1に設定し，式 (2.31)におけるパラメータ dÁlim を 0:1に設定する．また，
レベルセット関数を再初期化する際には本研究で提案する幾何学的再初期化法を用いる．3.3節で説明したパ
ラメータ np については 8に設定する．4.4節で説明したトポロジカルデリバティブに基づく形態変更に関す
るパラメータ ntp，btp，rtp については，それぞれ 4，0:3，0:1に設定する．また，式 (6.2)におけるパラメー
タ q を 3に設定する．すなわち，最低次と二番目，三番目の固有振動数を最適化の対象とする．上述の条件設































(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 6.3 Optimization procedure for the two-dimensional lowest eigen-frequency maximization prob-
lem where the reference domain is discretized using a structural mesh.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 6.4 Optimization procedure for the two-dimensional lowest eigen-frequency maximization prob-
lem where the reference domain is discretized using a non-structural mesh.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Optimal configuration
図 6.5 Optimization procedure for the two-dimensional lowest eigen-frequency maximization prob-
lem where a hole introducing method based on the topological derivative is not used.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 6.6 Optimization procedure for the two-dimensional lowest eigen-frequency maximization prob-







図 6.7 Reference domain and initial con¯guration for the three-dimensional case: (a) reference
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図 6.8 Boundary conditions for the three-dimensional eigen-frequency optimization problem.
6.4.2 三次元問題
図 6.7(a)に，本節で議論する参照領域 D を示す．参照領域は，要素長 0:1の八節点六面体要素を用いて，
構造メッシュに分割される．図 6.7(b)に初期構造を示す．図 6.8に境界条件を示す．この図に示すように，参
照領域の左側面と右側面において構造物の変位は完全拘束され，参照領域の中央に集中質量が設置される．物
体領域の体積の上限値 Gmax を 4:8，つまり参照領域 D の体積の 30%に設定する．等方性弾性材料のヤング
率を 2:1£ 108，ポアソン比を 0:3，質量密度を = 7:8£ 10¡6 に設定する．式 (5.25)におけるパラメータ hを
0:1に設定し，式 (2.31)におけるパラメータ dÁlim を 0:1に設定する．また，レベルセット関数を再初期化す
る際には本研究で提案する幾何学的再初期化法を用いる．3.3節で説明したパラメータ np については 4に設
定する．4.4節で説明したトポロジカルデリバティブに基づく形態変更に関するパラメータ ntp，btp，rtp につ
63
いては，それぞれ 8，0:2，0:1に設定する．また，式 (6.2)におけるパラメータ q を 3に設定する．すなわち，
最低次と二番目，三番目の固有振動数を最適化の対象とする．上述の条件設定において，初期構造の最低次，
二番目，三番目の固有振動数は，それぞれ 45; 460Hz，49; 290Hz，85; 560Hzとなる．
図 6.9に，初期構造から最適構造まで最適化が進行する様子を示す．最適構造の最低次，二番目，三番目の
固有振動数は，それぞれ 52; 390Hz，52; 590Hz，82; 680Hzである．この最適構造は，図 6.3に示す二次元問
題における最適構造を軸対称にした構造であり，妥当な最適構造が得られている．
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
x
yz
図 6.9 Optimization procedure for the three-dimensional lowest eigen-frequency maximization problem.
65
参考文献
[1] Diaz A. R. and Kikuchi N. Solutions to shape and topology eigenvalue optimization using a ho-
mogenization method. International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 35, pp.
1487{1502, 1992.
[2] Ma Z. D., Kikuchi N., and Cheng H. C. Topological design for vibrating structures. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 121, pp. 259{280, 1995.
[3] 呉志強, 畔上秀幸, 下田昌利, 桜井俊明. 固有振動問題における領域最適化解析 (質量最小化問題). 日本機
械学会論文集 (C編), Vol. 61, No. 587, pp. 49{54, 1995.
[4] Allaire G. and Jouve F. A level-set method for vibration and multiple loads structural optimization.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 194, pp. 3269{3290, 2005. DOI:
10.1016/j.cma.2004.12.018.
[5] Wang M. Y. and Wang X. M. \Color" level sets: A multi-phase method for structural topology
optimization with multiple materials. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
Vol. 193, pp. 469{496, 2004. DOI: 10.1016/j.cma.2003.10.008.
[6] Pedersen N. L. Maximization of eigenvalues using topology optimization. Structural and Multidisci-




















動問題へ適用する試みも幾つかなされている．Osherと Santosa [7] は，質量密度のみが異なる 2種類の材料
で構成された膜を対象として，固有振動数の最適化を目的とした 2相の形状最適化法を提案したが，一般的な









参照領域 D においてレベルセット関数 Áにより表現される，等方性弾性材料からなる構造物に関して，構
造物の変位が境界 @Du において完全拘束される境界条件下において，特定の固有振動数を持つ構造を求める
問題を定式化する．なお，構造物に作用する物体力と減衰については，存在しないものとして定式化を行う．
!k を最低次から k 番目の固有振動数，uk を最低次から k 番目の固有振動モードとすると，k 番目の固有値





























ここで，wk は k番目の固有振動数の一致に関する重み係数であり，¸obj;k = !2obj;k である．!obj;s¡1 を !obj;s














Subject to G(Á) =
Z
D
H(Á(x))d­ · Gmax (7.4)
a(uk;v; Á) = ¸kb(uk;v; Á) (7.5)
for Á 2 ª; uk 2 U; 8v 2 U; k = s¡ 1; s; s+ 1




























































Dirac Delta関数 ±(Á)を，式 (5.26) に示す ~±(Á)で近似する．式 (7.8)，式 (7.9)に示すように，特定の固有

















g(Á(x)) = ~±(Á(x)) (7.11)
さらに，5.3.2節で平均コンプライアンス最小化問題について法線方向速度 VN を導出する際に述べたのと同
















特定の固有振動数を持つ構造を求める問題においては，式 (7.12)に示す f(Á(x))，式 (7.11) に示す g(Á(x))

















図 7.1 Reference domain and initial con¯guration for the two-dimensional case: (a) reference
domain; and (b) initial con¯guration.
0.
20.2
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図 7.2 Boundary conditions for the two-dimensional eigen-frequency optimization problems.
7.4.1 二次元問題
図 7.1(a)に参照領域 D を示す．参照領域は，要素長 0:1の四節点四角形平面応力要素を用いて，構造メッ
シュに分割される．図 7.1(b)に初期構造を示す．図 7.2に境界条件を示す．この図に示すように，参照領域の
左辺と右辺において構造物の変位は完全拘束され，参照領域の中央に集中質量が設置される．物体領域の面積
の上限値Gmax を 15，つまり参照領域Dの面積の 30%に設定する．等方性弾性材料のヤング率を 2:1£ 108，
ポアソン比を 0:3，質量密度を = 7:8 £ 10¡6 に設定する．式 (5.25)におけるパラメータ hを 0:1に設定し，
式 (2.31)におけるパラメータ dÁlim を 0:01に設定する．また，レベルセット関数を再初期化する際には本研
究で提案する幾何学的再初期化法を用いる．3.3節で説明したパラメータ np については 8に設定する．4.4節
で説明したトポロジカルデリバティブに基づく形態変更に関するパラメータ ntp，btp，rtp については，それ
ぞれ 4，0:3，0:1に設定する．上述の条件設定において，初期構造の最低次，二番目，三番目，四番目の固有
振動数は，それぞれ，1; 189Hz，4; 077Hz，14; 050Hz，16; 290Hzである．
最初に，最低次の固有振動数を特定の値に一致させる問題について調べる．式 (7.2) に示す重み付け係数
w1 と w2 は，それぞれ 0:9と 0:1に設定する．図 7.3から図 7.7に，最低次の固有振動数をある特定の値に一
致させる場合において，初期構造から最適構造まで最適化が進行する様子を示す．図 7.3，図 7.4，図 7.5，図
7.6，図 7.7における最低次の固有振動数の目標値は，それぞれ，300Hz，600Hz，900Hz，1; 500Hz，1; 800Hz
である．これらすべての例題において，最低次と二番目の固有振動モード形状の入れ替わりを防ぐために，二
番目の固有振動数の目標値を 4; 000Hzに設定する．各最適構造の最低次と二番目の固有振動数を表 7.1に示
す．この表より，本研究で提案する構造最適化法を用いることにより，最低次の固有振動数を特定の値に一致
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表 7.1 Lowest, 2nd, 3rd and 4th eigen-frequencies for the optimal con¯gurations in Section 7.4.1
Lowest 2nd 3rd 4th
eigen-frequency eigen-frequency eigen-frequency eigen-frequency
Figures (Hz) (Hz) (Hz) (Hz)
Figure 7.3 299.6 3,537 - -
Figure 7.4 601.4 3,816 - -
Figure 7.5 900.5 3,983 - -
Figure 7.6 1,499 3,932 - -
Figure 7.7 1,786 3,678 - -
Figure 7.8 1,201 3,399 13,870 -
Figure 7.9 - 3,432 6,980 16,273
Figure 7.10 1,800 3,357 - -
させる問題において，目標値にほぼ等しい固有振動数をもつ構造物が得られていることがわかる．比較的低い
固有振動数を持つ構造を，トポロジー最適化を用いて求めると，グレースケールを含む最適構造が得られるの
に対し，本研究で提案する構造最適化法を用いると，図 7.3，図 7.4，図 7.5に示すような明瞭な最適構造が得
られることがわかる．また，図 7.3，図 7.4，図 7.5 に示す例題では，構造物の形態は初期構造から変化しな







目の固有振動数の目標値を，それぞれ，1; 200Hzと 14; 000Hzに設定する．また，重み係数 w1，w2，w3 を，
それぞれ，0:1，0:8，0:1に設定する．図 7.9に，三番目の固有振動数の目標値を 7; 000Hzに設定した場合の，
初期形状から最適形状まで最適化が進行する様子を示す．二番目，三番目，四番目の固有振動モード形状の入
れ替わりを回避するために，二番目と四番目の固有振動数の目標値を，それぞれ，4; 000Hzと 16; 000Hzに設







構造の最低次の固有振動数と二番目の固有振動数は，それぞれ 1; 800Hzと 3; 357Hzである．この例題では，
最適化の過程において，最低次と二番目の固有振動モード形状は入れ替わらなかった．得られた最適構造は，
図 7.7に示す最適構造によく似ている．図 7.7に示す例題と図 7.10に示す例題を比較すると，図 7.7に示す例
題では二番目の固有振動数の目標値を 4; 000Hzに設定しているため，図 7.7に示す最適構造の二番目の固有
振動数の方が，より 4; 000Hzに近い値をとる．一方で，図 7.10に示す最適構造の最低次の固有振動数が，正
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確に 1; 800Hzに一致しているのに対し，図 7.7 に示す最適構造の最低次の固有振動数は，厳密には，1; 800Hz
に一致していない．しかしながら，7.7 に示す最適構造の最低次の固有振動数は 1; 786Hz であり，目標値と
1%しか異なっておらず，最低次の固有振動数は，十分に目標値に一致していると言える．
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Optimal configuration
図 7.3 Optimization procedure for the two-dimensional eigen-frequency matching problem whose
lowest eigen-frequency target value = 300Hz.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 7.4 Optimization procedure for the two-dimensional eigen-frequency matching problem whose
lowest eigen-frequency target value = 600Hz.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Optimal configuration
図 7.5 Optimization procedure for the two-dimensional eigen-frequency matching problem whose
lowest eigen-frequency target value = 900Hz.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 7.6 Optimization procedure for the two-dimensional eigen-frequency matching problem whose
lowest eigen-frequency target value = 1,500Hz.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 7.7 Optimization procedure for the two-dimensional eigen-frequency matching problem whose
lowest eigen-frequency target value = 1,800Hz.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 7.8 Optimization procedure for the two-dimensional eigen-frequency matching problem whose
2nd eigen-frequency target value = 3,400Hz.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 7.9 Optimization procedure for the two-dimensional eigen-frequency matching problem whose
3rd eigen-frequency target value = 7,000Hz.
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
図 7.10 Optimization procedure for the two-dimensional eigen-frequency matching problem whose







図 7.11 Reference domain and initial con¯guration for the three-dimensional case: (a) reference
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限値 Gmax を 4:8，つまり参照領域Dの体積の 30%に設定する．等方性弾性材料のヤング率を 2:1£ 108，ポ
アソン比を 0:3，質量密度を = 7:8£ 10¡6 に設定する．式 (5.25)におけるパラメータ hを 0:1に設定し，式
(2.31)におけるパラメータ dÁlim を 0:01に設定する．また，レベルセット関数を再初期化する際には本研究
で提案する幾何学的再初期化法を用いる．3.3節で説明したパラメータ np については 4に設定する．4.4節で
説明したトポロジカルデリバティブに基づく形態変更に関するパラメータ ntp，btp，rtp については，それぞ
81
表 7.2 Lowest and 2nd eigen-frequencies for the optimal con¯gurations in Section 7.4.2
Lowest 2nd
Figures eigen-frequency (Hz) eigen-frequency (Hz)
Figure 7.13 , 7.14 15,060 33,230
Figure 7.15 , 7.16 25,130 41,880
Figure 7.17 , 7.18 34,910 47,310
れ 8，0:2，0:1に設定する．上述の条件設定において，初期構造の最低次と二番目の固有振動数は，それぞれ，
45; 460Hzと 49; 290Hzである．
図 7.13から図 7.18に，最低次の固有振動数をある特定の値に一致させた場合において，初期形状から最適
形状まで最適化が進行する様子を示す．図 7.13と 7.14，図 7.15と 7.16，図 7.17と 7.18に示す最適構造につ
いて，最低次の固有振動数の目標値は，それぞれ，15; 000Hz，25; 000Hz，35; 000Hzである．これらの例題に
おいて，最低次と二番目の固有振動モード形状の入れ替わりを回避するため，二番目の固有振動数の目標値を
48; 000Hz に設定し，式 (7.2)に示す重み係数 w1 と w2 を，それぞれ，0:9と 0:1に設定する．表 7.2に，こ
れらの最適構造の固有振動数を示す．これらの例題では，最適化過程において，構造物の形態は変化しなかっ
た．最低次の固有振動モード形状は，振動の腹が参照領域の中心に位置し，振動の節が構造物の左右両端に位




(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40




図 7.13 Optimization procedure for the three-dimensional eigen-frequency matching problem
whose lowest eigen-frequency target value = 15,000Hz (iso-parametric view).
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40




図 7.14 Optimization procedure for the three-dimensional eigen-frequency matching problem
whose lowest eigen-frequency target value = 15,000Hz (top view).
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
x
yz
図 7.15 Optimization procedure for the three-dimensional eigen-frequency matching problem
whose lowest eigen-frequency target value = 25,000Hz (iso-parametric view).
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40
(e) Iteration 80 (f) Iteration 160
(g) Iteration 320 (h) Optimal configuration
x
y
図 7.16 Optimization procedure for the three-dimensional eigen-frequency matching problem
whose lowest eigen-frequency target value = 25,000Hz (top view).
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40




図 7.17 Optimization procedure for the three-dimensional eigen-frequency matching problem
whose lowest eigen-frequency target value = 35,000Hz (iso-parametric view).
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(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(c) Iteration 20 (d) Iteration 40




図 7.18 Optimization procedure for the three-dimensional eigen-frequency matching problem
whose lowest eigen-frequency target value = 35,000Hz (top view).
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た構造最適化法としては，トポロジー最適化を用いた方法 [1][2] や Evolutionary Structural Optimization









参照領域 D においてレベルセット関数 Á(x) により表現される，等方性熱伝導材料からなる構造物に関し
て，構造物の温度が境界 @DT において 0 ℃に固定され，境界 @Dq において熱流束 qh が流入し，形状境界
@­において熱伝達による放熱が起こる境界条件下において，熱伝導性能最大化問題を定式化する．ここで，
熱伝達係数を hc とし，雰囲気温度を 0℃とする．平衡状態における温度場を T とし，体積制約条件付きの熱
伝導性能最大化問題を以下のように定式化する．




Subject to G(Á) =
Z
D
H(Á(x))d­ · Gmax (8.2)
ah(T; ¹T ; Á) = Lh( ¹T ; Á) (8.3)
for Á 2 ª; T 2 Tspace; 8 ¹T 2 Tspace
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Bilinear Form ah(T; ¹T ; Á)と Load Linear Form Lh( ¹T ; Á)は以下のように定義される．













© ¹T = ¹Tiei : ¹Ti 2 H1(D) with ¹T = 0 on @DTª (8.6)


















; Ãi = h@F (Á)
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; Ãi = ¡
Z
D




hcT ¹T±(Á(x))jrÁ(x)jd­; Ãi (8.10)
ここで，T ? は温度場 T の試行関数である．式 (8.9)より， ¹T = T とおけば，h@F (Á)
@T
; T ?i = 0となることが











































































































うに，Heaviside関数 H(Á(x))を式 (5.25)に示す ~H(Á(x))で近似し，Dirac Delta関数 ±(Á(x))を式 (5.26)
に示す ~±(Á(x))で近似する．式 (8.15)，式 (8.16)に示すように，熱伝導性能最大化問題における f(Á(x))と
g(Á(x)) は Dirac Delta 関数 ±(Á(x)) を含むため，平均コンプライアンス最小化問題と同様に，f(Á(x)) と
g(Á(x))は，近似された Dirac Delta関数 ~±(Á(x))を用いて以下のように表現される．
































(¡h · Á(x) · h)
0 (h < Á(x))
(8.19)
さらに，5.3.2節で平均コンプライアンス最小化問題について法線方向速度 VN を導出する際に述べたのと同
じ理由により，式 (8.17)において，·を · ~H(Á(x))に置き換える．最終的に，熱伝導性能最大化問題における
f(Á(x))は以下のようになる．











熱伝導性能最大化問題においては，式 (8.20)に示す f(Á(x))，式 (8.18) に示す g(Á(x))を用いて法線方向速度



















図 8.1(a)に参照領域 D を示す．参照領域は，要素長 0:1の四節点四角形平面要素を用いて，構造メッシュ
に分割される．図 8.1(b)に初期構造を示す．図 8.2に境界条件を示す．この図に示すように，境界 @DT にお
いて温度は 0 ℃に固定され，境界 @Dq において 1 の熱流束が流入する．物体領域の面積の上限値 Gmax を
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7:5，つまり参照領域Dの面積の 30%に設定する．等方性熱伝導材料の熱伝導率を 1:5£ 105 に設定する．式
(5.25)におけるパラメータ hを 0:1に設定し，式 (2.31)におけるパラメータ dÁlim を 0:1に設定する．また，
レベルセット関数を再初期化する際には本研究で提案する幾何学的再初期化法を用いる．3.3節で説明したパ
ラメータ np については 8に設定する．なお，本章で議論する熱伝導性能最大化問題においては，トポロジカ
ルデリバティブに基づいて構造物に穴を創出する形態変更法は用いない．






(d) Iteration 40 (e) Iteration 80




図 8.3 Optimization procedure for the heat conductor design problem whose heat transfer coe±cient hc = 0.
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(c) Iteration 20
(d) Iteration 40 (e) Iteration 80
(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(g) Optimal configuration
(f) Iteration 160
図 8.4 Optimization procedure for the heat conductor design problem whose heat transfer coe±cient hc = 100.
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(c) Iteration 20
(d) Iteration 40 (e) Iteration 80
(a) Initial configuration (b) Iteration 10
(g) Optimal configuration
(f) Iteration 160
図 8.5 Optimization procedure for the heat conductor design problem whose heat transfer coe±cient hc = 500.
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